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INTRODUCTION

I1 s'agit de comparer des techniques de résolution numérique

- d'un systéme de n équations & n inconnues, qui se presenteront sous 1'une

des deux notations suivantes :

F(X) 0 | : (1)
G(X). B | (2)

X est le vecteur dont les composantes sont les scalalres X{3X2,e005,Xn .

P et G sont des fonctions vectorlelles de composantes

‘. f‘! (X1,,--0,X‘n)? ’fz(X1,...‘.,Xn>, crsore ey fn(Xi,..-n,Xn)

01.1 : .51.(X;1,..,,Xn), ®esococoeccocscessovrscey gn(X1,..o,Xn’)

Nous supposerons que dans le domaine dtudié, ces fonctions fi
ou g; sont continues et bornées et possédent des dérivées partielles

d'ordre un et deux continues.

Une méthode commode et générale de résolution est la méthode
des approximations successives; elle consiste & mettre le systéme (1)

sous la forme (2) et & étudier la suite X" définie par
Xn+1 - G_(Xn) .

81 & 1'intérieur du domaine cette suite est convergente, sa limite X sera

solution du systeme.

La convergence de cette suite est Iiée aux valeurs propres d'une
matrice de terme générallagi/axj. L'étude de ses valeurs propres se
réveéle en général trés ddlicate, mais cette technique permet cependant la
recherche de méthodes de suritérétidn. Appliquée en particulier & un
systéme de la forme (1), elle permet d'établir une relation de récurrence
& convergence quadratique qui se trouve &tre identique & celle obtenue par
la néthode de linéarisation. Ces méthodes seront rappelées dans la pre-

niére partie de cette &tude.
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complexes.

La méthode précédente a le défaut de nécessiter & chaque itéra-
tion 1'inversion d'une matrice d'ordre n, et la méthode devient lourde
lorsque n est élevé., Tl est alors tentant d'appliquer & ces systémes
assexz généraux des techniques qui ont fait leur preuve dans la résolution
par méthodes itératives des grands systémes linééires. . Ces techniques
consistent & associer au systéme (1) une expression Q(X), telle que son
minimum corresponde & une solution. On remplace alors la recherche de
la solution de F(X)

il existe de nombreuses techniques dont la convergence est assurée.

0 par la minimisation de Q(X), probléme pour lequel

it

La principale difficulté réside dans le choix de Q(X). Il peut
8tre dirigé par des considérations'physiques: on sait, par exemple, que
les équations définissant 1'équilidre d'un systéme &lastique correspondent

& la minimisation de.la somme de son énergie potentielle. et de. son énergie

mécanique. On peut également associer la forme :
QX) = £A(X) + £2(X) + oo+ £E(X)

I1 est évident que si nous trouvons un vecteur X tel que Q(X) = 0, X est
solution du systéme. (1) et la valeur 0 est nécessairement un minimum
pour Q(X).

Cette méthode présente cependant le danger d'introduire des minima
parasites comme le montre le cas simple d'une fonction & une variable

schématisé sur les graphiques ci-dessous : o
£ (x)
~ £(x) | A

_ ////’ : N \\\E//// —
/ Xo - X4 ' Xo X1

La méthode de minimisation peut conduire & la valeur xy.qui ne sera pas

acceptable'car Q(xq) % 0. Pour cet exemplé simple, il est facile d'éli-

miner cette valeur parasité;h_cela peut devenif délicat dans des cas plus

La recherche numérique d'un minimum d‘une fonction-Q(X) est un
probléme qui présente en soi-méme un grand intérét, en particulier en
recherche opérationnelle, et sera l'objet de la seconde partie de cette

thése,




A,
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CHAPITRE T

ETUDE DIRECTE DU SYSTEME ')

Nous allons généraliser quelques méthodes itératives servant
& la résolution d'une équation & une variable se présentant par analogie

sous la forme :
£(x) =0
x = g(x) .
La méthode de résolution la plus simple de f(x) = 0 étant la

méthode de lindarisation, nous. commencerons par celle-ci.

La méthode de résolution de x = g(x) utilisant la suite -

g(xn) n'est pas toujours d'un emploi facile; elle offre cependant l'avan-
tage de pouvoir modifier la rapidité de sa convergence en étudiant la-
fonction x+ ax= g4 (x), ce qui permet d'en tirer quelques conclusions pour
la méthode de lindarisation. La généralisation de cette méthode sera

développée dans la deuxidme partie de ce chapitre.

METHODE DE LINEARISATION

Soit le systéme d'équations F(X) = 0 :

f{(X‘l,.'o,Xn) =90

© 08 ®S®00c00ce00008 G

1l
O

fn(X1,...,Xn)
Prenons un vecteur X° que nous supposerons voisin de la solution X :
X =Xx"+H.

La méthode de linéarisation consiste & développer, chacune des
fonctions f., en série de Taylor par rapport & 1'ensemble des variables |

et en se limitant aux premiers termes du développement :

o o \'\E\ Aafi(}ho, oo ,Xno)
fi(}q,...xn) = fi(x,,...,_xn) + /,\, hs . .
& J
J=1




On remplace ainsi le systéme (1) par le systéme approché :

DF(X°) H-F(X°) = 0 | (3)
N hy ] £ (X°)
H: e 5 F(Xo>_:: coocess
1 1 | £ (X°)

- -

afy (X°) . 9fy (X°)

ax1 3 secsve,y aXn

DF(XO):' o.e-oc-o’ac-ooau'ouo'-.onQ_oo4

afn (X°) ofn (X°)

aX1 3. c0s 000, axh

-t

o

- Ce systéme approché, lindaire en h;, admet comme solution :
H=- [pr(x*)]™rx0) -

d'ol la solution X :

X =X%+H=2x°~[pF(x°)]7" F(x°) .

En fait, cette méthode étant itérative, nous partirons d'une
valeur X et nous chercherons la gsolution du systéme lindaire approché,

ce qui donne la formulation générale bbur 1'itération k :
b CNE Lo Xk-[DF(Xk)]_1F(Xk).

B. METHODE DES APPROX IMATIONS SUCCESSIVES - CONVERGENCE

Nous cherchons; dans un domaine, une solution de X = G(X), soit

C* = 8 (%1, 000,%n)

¢vsc0sso0eccecow0e. . . . ;..

Xn = gn(?ﬁ;;o.o;Xn) .

9562/p/mh
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Partant d'un vecteur X°, nous formons la suite de vecteurs.
Xk+1 - G—(Xk) .

. ' k+4 . . . .
8i le vecteur X tend vers une limite X intérieure au domaine lorsque
3 L < L} - k
k augmente indéfiniment, donc si chaque composante Xi tend vers une

limite'xi, X sera une solution du systéme (2).

Si les fonctions gi(x1,...,xn) sont une fois continuement diffé-
rentiables dans le domaine, le théoréme des accroisscments finis nous
donnera n relations :

98 (X)

n
—-LI 3 Xj " 1=1,2,...,n,
N J )

X k -1 k=
gi(X1,...,Xn)—gi(x1 ,-..,X1I:1C1)

X étant un vecteur dont chaque composante ii est intérieure & 1l'intervalle
k - 2. . .

[Xi’ X? 1]° Si, de plus, nous supposons que chaque dérivée partlelle

agi/axj est bornée supéricurement en valeur absolue dans le domaine par

un nombre Aij’ nous obtenons alors n inégalités du type :

n .
k k-1 N k k-1
le, (@) -g ()] < ) A, |xi-x i=1,2 n
i i = ij J 7 A
. [
. = _

s . 1
Remplagons 1'étude de la convergence de la suite de vecteurs Xk+ par la

. +1
convergence d'une séric de vecteurs Uk en posant i

* ce qui donne

Xk+‘1=II°+U‘+..‘,_‘-Fl.fkﬁt1 .




41
Le vecteur Uk ©a pour composantes ¢

e

] 0x.
J J

1=1,2,.00,0 &

I

1 k Kty
Uy =g, (1) - g, (07 =

i

€
li

Si les dérivées partielles sont borndes supéricurcment, nous. obtenons

=

g

FIUkH[ <

Xy .
s Ay s IUJ.I i=1,2,4.0,0 .

Cute
i}
-

; - . . +1
La série de vecteurs Uk_ est majorde par la série dc vecteurs Vk

‘définie par :

v = X°
n
Co kN k .
Vi :Lr—l Aij Vj 1:1’2’...’r.l o

- . ’ ) . +1
Une condition suffisante pour que cette série Vk converge

est que les valeurs propres de la matrice A soient toutes en module infé-
SRR kot ok
U

rieures & 1'unité. Cependant la série , najorée par la série Vo,

diverge.

2

peut trés bien converger lorsque yEH

' U La comvergence de cette méthode est d'une étude difficile;
néanmoins, elle permet la rechéfbhe.d'une méthodé ayant une convergence
plus raepide : c'est la méthode de suritération qui s'appliquera a la

résolution du systéme (1).

C. METHODE DE SURITERATION — APPLICATION A LA RESOLUTION DU SYSTEME (1)

La méthode de suritération utilise une matrice A rendant la
convergence aussi rapide que possible. Un cas simple est celui .ol toutes
ses valeurs propres sont voisines de zéro : la matrice A est alors une

matrice presque nulle (tous ses élémerits tendent vers zéro).

9562 /p/mh
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. En introduisant une matrice inconnue auxiliaire B, nous renm-

-plagons 1'étude du systéme (1) par le systome équivalent :

P(X) +BX = BX
que 1l'on peut mettre alors sous une forme analogue & celle du systéme (2)
-1
X=X+B FX) .

Nous le résoudrons par approximations successives en déterminant, &

Ry . . k .. e P .
chaque itération k, la matrice B qui annule la matrice A définie précé-
demment. Les Ai' étant des majorantes des agi/axj, nous les approcherons

en prenant Aij = agi(Xk)/axj, soit
PG M L ) = a(x¥) .

La dérivation nous fournit
A =1+ [B57 op(x¥)

DF(Xk) étant la matrice des dérivées partielles d'ordre un de F(X). ILa

matrice A s'annulera donc pour :
B¥ - - DF(Xk) ,

ce qui donne la formulation itérative :

o2 [or ) T )

Nous retrouvons alors les formules obtenues par la méthode de
linéarisation qui est donc la méthode des approximations successives

ayant la convergence la plus rapide.

RETOUR A LA METHODE DE LINEARISATION

En fait, dans la méthode des approximations successives, le
calcul des Aij majorant les dérivées partielles agi/axj n'a pas besoin

d'étre effectué avec une grande précision, car c'est seulement un facteur
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assurance pour la convergence de cette méthode; la seule nécessité pour
cette matrice A est d'avoir toutes ses valeurs ‘propres en module_inférieuros
4 1'unité.

Nous pourrons appliquer ces conclusions & la méthode de linéari-
sation qui essaye de rendre nulle toutes les valeurs propres -de la matrice A.

On pourra donc approcher numériquement les dérivées de F(X) en prenant :

k: k

. k k ' k k k
afi(X ) fi(x1 X "Xj+ de,...,Xn)- fi(X1 s .,xj,..u,Xn)

(0K . .
XJ dXJ
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CHAPITRE IT

METHODES .DE MINIMISATTON

Nous remplacerons dans certains cas 1'étude directe de F(X) =0
par la minimisation d'une fonction unique., Pour des fonctions générales,
‘ n
a(x) = Z (%)
i=1
donnera une fonction positive ou nulle, dont les minima nuls correspondent
& une solution du systeme (1).

Les méthodes de minimisation sont itératives; elles consistent &
passer d'un point Xk au point kat, de tells fagon que_Q(Xk+1)< Q(Xk), ce
qui donnera en général un procédé convergent si, dans le domaine 4'étude,
Q(X) posséde au moins un minimum bien défini. Le seul inconvénient de
ces néthodes est qu'elles peuvent nous conduire_é un Q(X) non nul qui

n'est pas une solution de (1).

On raméne ce probléme 2 la minimisation d'une fonction & une

- 1 41 4 b
variable en cherchant X le long d'une direction DL que 1l'on se fixe &

priori. Il suffit.alors de mininiser la fonction

LK
£(e) = x5+ ¢ %)

N . N < . gkt
par rapport a la variable £. Soit ¢ cette valewr optimum, X sera
donné. pour toutes ccs méthodes par la formulation générale :

B G L ()

Nous exposcrons dans la premiére partic de ce chapitre les prin-

cipales méthodes de minimisation d'unc fonction & une variable d'un emploi

facile pour le calcul automatique. La deuxiéme partie sera consacréé aux

méthodes de mininmisation d'une fonction & n variables, caractérisées par

le choix de la direction D.
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A. METHODES DE MINIMISATION D'UNE FONCTION 4 UNE VARIABLE

Soit une fonction f(x) définie, continuc, positive ou nulle sur
un certain intervalle de travail et possédant une dérivée définie ot conti-

nue sur ce méme intervalle,

Si la fonction se préte mal & 1l'interpolation, nous rechercherons
une valeur minimum de f(x) par des tAtonnerents successifs. Si la fonc-
tion est régulidre, nous 1'interpolerons par un polynéme dont nous éva-
luerons le minimum. Ce procédé.devant 8tre répété un grend nombre de
fois au cours des méthodes itératives de minimisation, seuls les polyndmes

de degré deux ou trois se préteront & des calculs rapides.

1) Méthode d'investigation
Nous procéderons par itérations; partant d'un point x5, avec un

, tel que'f(xk+1)< f(xk).'

pas ho, nous chercherons Xy,
Si f(xk+-hk)'donne satisfaction nous prendrons comme nouvelle
approximation du minimun ka::xk-&-hk et nous augmenterons le pas en
espérant atteindre plus rapidement le minimum; & la prochaine itération
hk}izzhk‘ a, avec > 1,
Si f(xk+-hk) ne répond pas & la oonditibn‘imposée, nous garderons
X et prendrons un pas plus petit et de sens opposé; & la prochaine ité-

ration hy == b+ B, avec O<ﬁ< 1.

2) Interpolation par un polyndme du second degré
Le polyndme du seccond degré n'admettra un minimum que si sa
dérivée seconde cst positive ou nulle. Ayant déterminé le nmininum xp du
.polyndme, il nous faudra ensuite nous assurer que xm correspond & un mini-
mum pour f(x).
Bornons nous aux deux cas ol 1l'on connait soit les valeurs.de
. la fonction en trois points équidistants, soit les valcurs des_dériyées

premidére ¢t seconde en un point.

9562/p/mh
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Ayant choisi un pas d'interpolation h dans lc sens de déerois-
sance de f(x), il nous faut déterminer le polyndme P, (x), interpolint f(x),
& 1'aide des trois points Xo,X; = Xo+h, X» = Xe + 2h. Une méthode élégante
consiste & employer les polyndmes d'interpolation de Lagrange mis sous une

forme matricielle®’. Notons

fo = f(%0) f1 = f(xq) fa2 = f(x2).

Aprés avoir fait le changement d'origine y = x~Xo, le polyndme 4d'inter-
polation en y s'écrit :

Pz(y L%’— ‘;-’— LoFe

avec

Le minimum ym sera obtenu pour 8P.(y)/dy = P/(y) = 0, soit :

2o
= L?’

o
s 1:1%7 LpF2

=1

P (y)

dfol

_ h [ 3fg-ify+Ts |
Im = T | Tfy-2fy + s |

ce qui donne xm, minimum de P (x) si P#(x)> 0 :

_ n [, . _ fi-fo |
m_xo+§_!‘1—2fo+f2—2f1._] *

Ayant ainsi obtenu quatre points auxquels sont.assocides quatre valeurs
de f£(x),

nous prendrons comme mininum de f(x), celui des quatre points
donnant & la.fonction la plus petite valeur. '
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Soit P2(x) = ax® +bx+ ¢ le polyndue d'interpolation, les

valeurs des dérivées au point xo nous Fournisscnt :

2ax0 +b = £/ (x0)-
2a = " (xo)

d'ol le mininum Xm si £7(x0) > 01,

f, Xo
. Xm = Xo — £ X0 Coe

8i les dérivées ne 5ont pas connues analytiquement on pourra les appro-

cher par un procédé numérique en prenant soit

5 fxo + dxo) - £(x0)
- dxo

£/ (XO) ’

ce qui donne-

‘ f(xo4-éxo)-f(xo)-.
f(Xo + 2dx%o ) + £(x0) = 2f (%0 + dXo )

Xm = Xo - dXgo

soit la formulation plus exacte

f + dxo )~ T ~ dxo ) .
f'(xo) - (Xo ;21;(0 (Xo o)

f(XQ‘l‘dXo)—f(XO"d-XO)
+ 2dx0) + T (x0 ~ 2d%0 ) - 2f(%0)

Xm = Xo - 2dxo f(xo

3) Interpolation par un polyndme du troisidme degré

Nous interpolerons f(x) par un polyndme Ps(x) dont nous éva-
luerons le minimum Xm; nous déterminerons ensuite si xm représente un

nininun pour f(x).

Au mininun xm, la dérivée de Ps(x) scra nulle, ce qui nous

raméne & résoudre une équation du sccond degrdé, soit

Ps(x) = ax’ +fx® +yx+ € et Pd(x) = Ax* +Bx+C .

'9562/p/mh
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Si le polyndme représente une droite (a=g£=0), nous devrons
recommencer 1'interpolation sur un intervalle différent car par défini-
tion f(x) est unc fonction positive ou nulle et ne peut devenir lindaire

que si Y=0 et €> 0.

Si P3(x) représente une courbe du second degré (a=0), nous
pourrons. soit rechercher un minimum si il existe (xm = - B/A avec A>0),

soit recommencer 1'interpolation sur un autre intervalle.

Si P#(x) nous fournit deux racines imaginaires (B® ~LAC<0),
la courbe d'interpolation ne conviendra pas car nous ne voulons que des

valeurs réelles et nous rccommencerons aussi 1l'interpolation.

Examinons maintenant le cas ou P#(x) admet deux racines réelles
il nous faut déterminer laquelle de ces deux racines donne un minimunm.

Nous aurons deux séries de couwrbes suivant le signe de A :

/\P_g (X) . /\Pz’(X)
/7; B /A
A>0 /—" . o3 > X ’,-/ }-x Xm = X4 = = -2—,A+,\éz
X X X2 " X4
2 1 \\_.-./
AN N

4

/f"\
A< O » L ‘ - ‘ ;

X2 X4 \

Nous voyons que ¢ . les deux cas xm = ( ~ B+4B)/24 .

Nous cxaminerons les deux cas ol l'on comnalt soit les valeurs
de la fonction en quatre points équidistants, soit les valeurs de la

fonction et de sa dérivée premiére en deux points.,

°
°
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Xi ::Xo'*‘h- Xo =

TR

Reprenons la notation matricielle pour les polyndmes d'inter-

pblation de Lagrange. Notons

Xo+2h X3 = Xo+3h fj = £(x;) 1=0,1,2,3.

En faisant le changoment d'origine y = x~- Xo, ce polyndme s'éerit :

Ps(y) = L1, %, %;, %;J T5Fs
avec —
[ fo 1 0 0 0
f1 - 11/6 3 - 3/2 1/3
Fs= 1, ) Ls = 1 =% 2 =%
_fs - vé : 34 - v; té

au minimm P#(y) = 0,

polyndme que 1l'on peut mettre sous la

Y0 = . t 11Fo + 18F4 = 9f2 + 2&“

1 27
O

N

forme
P{(y) = Ay +By+C = 0

_ A_‘-==1=-‘:f0+3f1—3f2+f3‘l

oh’

. |
= L2fo - 5fy + 4, ~ fs‘}

s~}
1l

6h
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ce qui donne dans lc cas de racines réelles :

1
_-B+[B2—4AC]/2
Jm o= 2k ’

d'ol le minimun xm de Ps(x) :

20

Xm = Xo - .

B+ [Bz - L{-AC]‘l/z

Il restera & prendre comme minimum de £(x) celui des cing

points donnant & la fonction la plus petite valeur.

ot ot i e S ot Pt it et i ot S it e T Y i BB e o 4 o A e e St I i Tt e o St D o ek i .t S S MR A A it T o T B S Yt . Gl 4 e e P e

Soit une fonction et sa dérivée continues sur un intervalle
olt nous connaissons les valeurs de f(x) et f’(x) en g points : x1,Xz,...,Xq.
Nous allons construire, & 1l'aide de ces 2q parambtres, un polyndnme de

degré (2q-1) : Pag-1(x) répondant &
Paq-1(x3) = f(xi) et Péq-1(xi) = £ (x;) 1=1,2,0009 . - (5)
Supposons que‘si ce polyndme existec, il peut s'écrire sous la forme :

q

“\

A

Pz -1 (x) = [b; (x) - f(xi)4-61(x)- £/ (x;)]

i—‘L\‘
I
)

ol bi(x) et Bi(x) sont deux polyndmes de degré inférieur ou égal & (2g=1).
I1 est clair que la condition (5) sera réalisée si

8.

ij? 0

il
H

bi(xj) Ei(xj)

1i
]
L3

7 . - — !
et bi(xj) 0, bi(xj) sij

Les polyndmes de Lagrange de degré (q—1) :

)'-..(X—X )

EJX)‘(X—H>“'&—XL*MX—%ﬁ1 q

- (Xi-X1)...(Xi-Xi_1>(Xi-Xi+1)...(xiﬂ'Xq)

vérifient Ei(xj) = Sij .




9562 /p/mh

- 16 -

Par conséquent, les polyndues de degré (2q-2) : ci(x) = [Zi(x)]z

répondent A

— N Voo . o .“,.. — 7 -
) = 8.. ot c]{_(xj) = 2@&(%.) ei(l,_j) = 2ei(xj) aij .

Ci(XJ 1ij

A 1'aide de 2 founctions ri(x) et Si(x) linéaires on x, nous allons
former
. (x
b, (x)

Ei(x>

ri(x)- c; (x)

H

Si(X) ° Ci<X> 3

corme Ci(xj) = Sij et oi(xj) = 0 sii# j, il nous reste & calculer ri(x)

et s,(x), de tellc fagon que :

bi(XJ_) = 1, Bi(xi) =0
t -
° bl(x;) = 0, B(x,) = 1
ce qui donne
ri(xi)u ci(Xi)~: 1, si(xi). Ci(xi> =0, ot

rf0ng) oy (x) wry() - o () = 0, sg ) v o () wsy () - ol () = 0
Les deux premiércs conditions fournissent, en'tenant'compte des propridétés
de ci(x)

ri(xi) =1, s,(x.)=0.

. . ] - .
Bn utilisant ces résultats pour les deux dernicres conditions, nous
obtenons :

r'i(xi)+2zi(xi) = 0, si(xi) = 1 .

On en tire immédiatcnont

1

ri(x) 1= 2(x-—xi)- Zi(xi)

' Si(X) =, (X"' Xj_)s
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d'ol les deux polyndrics répondant & la condition (5) :

b, (x) [, (x)]% « [1-2(x=x%;) - Ei(xi)]

i

Ei(x) [Zi(x)]z [x-—xi] .

‘Dans le cas ol g= 2, posons

X2 = x4 +hy 1 = f(x1), f2 = £(xe); £ = £'(x), £ = £'(x2) .

En faisant le changement-d'origine y = X - X, nOUS calculons

{

- -h 1
@1(X>—X_hX2 :—yh £1’(X1> == T

00 =B L ) - £

ce qui permet de fornmer :
_ (y=h)? g_g\ s y-h
P3(y) = 2 [(’H iy f1+Yf1,-f}‘l§ .1—2 5 f2+ (y-h) T

La dérivation de Ps(y) domne :

P{(y) = A%‘; - 28 %—Jrc
o A=64 “hfz . .3f1’;+ 35
B =73 £$i;£5 +'2f¥+-f£
C = £y
En posant
L - 3 i ‘hf2 Y

ceci conduit a
A= 2B+ f1l+ fg’

B = E+f1’
C=17 .

-

Z'J.
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Dans le cas de racines réelles, la racinc dommant un ninimum & PS/(y) est :

. 1
B+LB?-ACJ/2 c _
Ym:-h A =h g 1/ s .
B- [B%-AC]/?

1 1 " '
Notons par A = [Bz--ACJ/2 = [B® - £y f;]/é, on peut simplifier 1'écriture
de ym : - ’

7 - ~ . ey
Vi = h et :hE_(E A (E+A f1)J ’

.L:J+f1l"'A Ez—-(f1l—A>2
que l'on réduit finalement &

. P+ A-B |
Im = h ['1 - le—' f1"+ ZA‘J
d'ol la forme condensée pour le minimum xm de Ps(x)

Xm = x4 +h[1 - D]

_ LA -B
avec D= FJ-F] 4 ok
1
A= [B® - £y fg']/z
E=3iofe ooy ey ;

h

ce qui donncra le maximum de préeision au calcul de Xm.

Ce mininunm ainsi obtenu sera jugé minimun de £(x) si f(xm)

est inférieur & fy et fz, sinon nous recommencerons 1'interpolation.

B. MINIMUM D'UNE FONCTION DE N .VARIABLESS)

Nous avons vu que l'on raméne ce probléme & la minimisation
d'une fonction & une variable en définissant & chaque itération une

direction Dk.

9562/p/mh
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, k
Afin de diminuer la difficulté du calcul de £(¢) = Q(Xk+ ¢D),

k . ; . .
D fut prisc paralltle & l'un des axes 0Xy,...,0%n, ce qui conduisit

aux méthodes dites de relaxation qui ne travaillent que sur ume seule

composante de X & la fois,

On pensa cependant que ces méthodes allaient nécessiter un
nombre d'itérations et de calcul supdrieur aux méthodes faisant varier
toutes les composantes de X & la fois et 1l'on utilisa la direction opposée

4 celle du gradient4):

Dk = - grad[Q(Xk)]..

Cette méthode fut appelée mdthode du gradient ou de la plﬁs grande pente
(Méthod of Steepest Descent). '

La rapidité de convergence de cette dernidre méthode &étant
imprévisible on essaya alors d'approcher itérativement la matrice G des
dérivées partielles d'ordre deux de Q(X). Dans le cas d'une fonction
quadratique définie positive Q(X), on utilisait des directions telles que
(Di, G Dk) = 0 d'ol% son nom de mdthode des directions conjugubes; cette
nanitre permettait de trouver le minirum de Q(X) en n itérations. L'ex-
tension de cette méthode & des fonctions quelconques se réveéle intéres-
sante car prés 4'un minimum Q(X) sera aésimilable 4 une fonction quadra-
tique définic positive (développerent de la fonction Q(X) en série de

Taylor limité au deuxitme ordre).

Si aucune des méthodes citées ne donne de résultats, on peut
toujours essayer de rechercher le minioun de Q(X) 3 1l'aide d'un systéme
de n directions ortﬁogénales et chénger ce systéme afin d'accélérer la
convergence. Cette méthode trés généraie,butilisant un grand nombre de

mémoires, nécessitera un volunc important de calculs.

i) Méthodes de relaxation

On peut faire varier chacune des composantes de X ou alors unc

seule composante diminuant la fonction dsscz rapidement.

On utilise successivement 0X{,e..,0Xn, puis on recommence.
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b) Méthode de Southwell

Consiste & faire varier & chaque itération k la jéme compo-

gradlQ(x)], 1'indice § est Afini par !

K ) k k
|g§[ = MAXTMUM {|gil,eeee,len|] .

. 2). Méthode du gradicnt

Soit D?,...,D% les composéntCS de la direcction Dk liées par

n ,
\ pkye
Y (D)2 = 1
Ly 7
1=1
ot G L

lc nouveau minimum aprés la kéme itération. Nous allons déterminer la

direction Dk donnant &

AQk = Q<X1{> _ Q(Xk+1)

' = . ' ' kv . .
la plus grande valeur possible.  Si nous développons O(X ) en série dc

Taylor limitée aux premicrs termes, nous obtcenons

. ,

y N T - k . .., & . .

Yo LA ) D;‘Q%LJ;( = - RN, ).
i=1

: k . . . k .
Pour que AQ soit maximun en considérant ¢ comme une constante, il

suffira de maximiscr
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Les variables Dy étant des variables lides, nous introduisons un multi-

.. plicateur de Lagrange que nous notons y, et nous cherchons le maximum

de la fonction

n n
— LK o
B, ,D8) = ) D BAED L ok
4LJ i L
1=1 1=1

qui devra alors vérificr les n conditions

L

i = 1,2,..0,11 s
aDF
1

ce qui donne les (n+1) équations permettant de définir Dk,.,.,Dg et u

o0 k
6x1 +.“..D1 =0
o0 k
aXn + U Dn =0

(DX + e s (DX)2 = 1

Nous tirons immédiatencnt Dk = - 1,09 .
. 8 i U axi

La dernidre relation fournissant

uo= [Z(D?){Jﬂ/z ,

Dk se trouve donc 8tre la direction opposée du gradient.
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o ' o o
La constante p qui représente la longueur de g{ = grad[Q(Xk)]

" k . » »
pourra &tre englobée dans la constante £, ce qui donne :

d'ol

AT = + ¢ (gk k)

k*1). 3i, dans le domaine

Bn trouvant un norbre £- positif Q(Xk)> Q(x
d'étude Q(X) posstde au moins un minimum bien défini nous aurons en géné-

ral une méthode convergente.

3) M&thode des directions conjuguées. Fonction quadratiquev@éfinie;positive

Une fonction quadratique @éfin;gzpositive a pour équation
Q(X) = Qo+ (&,X) + (X,BX)

ol B est une matrice définie positive, c'est-i-dire que pour tout vecteur V
non nul
(V,BV)>0 .
Deux dircctions U et V sont dites conjugudes ou orthogonales par

rapport & la matrice B si elles vérifient

(U,BV) = (BU,V) = 0 ';

c'est une extension de la notion d'orthogonalité de deux vecteurs :

(u,v) = 0.

Q(x) étant une fonction quadratique‘défigie positive que nous
noterons Q(X), sa matrice G des dérivées paftieiles”d'ordre deux est une
natrice définie positive de terme général Gij = aZQ(x)/axiaxj; soit g le
gradient de Q(X) d'élément g = BQ(X)/axi, nous pouvons donner une re-

présentation un peu différente de Q(X) et de son gradient & 1l'aide de G :
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iti 17§ ox, .
i=1 i=1 j=t !
d'ol n
~ . 2%9(1)
€ = Cl * zg: xj ax.axJ
j:‘l
que nous mettrons sous la notation abrégée :
Q(X) = Qo+ (C,X) + % (X,6X) | (6)
g =C+0GX . ' (7)

Soit deux valeurs Xk et Xk+1 auxquelles sont associés gk et

k+1 .
& - 5 convenons de noter :

pxt = <t Ly

k k+q k
Dg =g -8 .

L'application de 1'équation_(7>'donnera

g~ = GDXT o (8)

K _ e peE

I

Connaiséant la valeur de G ' nous pourrions en une itération
atteindre le minimum de Q(X); ce caléul n'étant pas toujours aisé,
Davidsons) eut 1'idée d'approcher, & 1l'aide d'une méthode itérative, la
matrice G ' par une matrice H. Sa méthode étant assez complexe, Fletcher
et Powell®/ 1a simplifiérent‘de fagon & rendfe son utilisation plus facile,

C'est cette derniére méthode que nous exposerons dans ce paragraphe.

Partant d'une matrice H° définie positive que nous prendrons
égale & la matrice unité, nous allons & chaque itération amdliorer cette
approximation de ¢ de fagon & obtenir dans le .cas d'une fonction qua-
Nt ot

dratique définie positive H Pour cela nous minimiserons
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encore Q(Z) & 1’u1de d'unc dlroctlon Dk bien déterminée; ce qui nous
permettra d'o btenir '

Xk+1 _ Xk4-DXk

Nous construirons alors Hk+1 de tellc fagon qu'elle vérifie la relation

5 g px - pxk ;

le dernier point trouvé X"*' sera alors le minimum de Q(x).
" ‘tkﬁi
a) Comstruction de la matrice H' _
Solt
k44

- i R 1~ I
le nouwveau minimun relatif. Nous voulons construire H , verifiant

R . DX = px¥ |

Nous désirons d'une part vér 1f10r cette rblatlon et d'autre part auello—
. < : k1
rer la nmatrice Hl, ce qui donne B Sous la forne 4'unc sorme de trois

matrices S
Hk+1 - 3k4~Hkthk

kK o, a: k k k. k
R vérifiera la relation R Dg A DX et S répondra & H Dﬂ + S Dg =0.
En prenant deux vecteurs Y et Z queloonquos la fornu la plus 31mple )

leur donner scralt

kT : kT
R sk=-===5=mHka, ZI
- (Dg™, Y) (Dg™y2) -
Comme HE! doit &tre synétrique, il vient :
Sk [DX ][ka]T ko [EpeSI [ pg)T ’
R = dsfeitaide g€ o o >
Y

(pg®, px¥) s '(Dg , H Dg
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ce gui donne

AHk“ T [ka][ka]T tHkng][Hkng]T
TS o) (065, BE 0g¥)

matrice qui vérifie bien

1 GDXkJ; Hk+1 ngz DXk .

-.-_...———-_........_.......-..........-.-——..._.-._-u-a-.-........———__

1 [N .
Nous recherchons a1 que Q(Xk+’)< Q(Xk) 4 1'aide d'une
direction Dk. Connaissant G ' nous pourrions en une itération passer

d'un point X° au minimum Xm en utilisant la relation (8)

[g°-0] = ¢[x°=2n]

d'ol
Xm = Xo— G_1 go

nous prendrons donc

. . k ..
Nous déterminerons alors un scalaire £ définissant

L e o = xF . KR K

nous pouvons noter qu'en ce nouveau mininmum
k ki
g )=

k&1
)

(p™, 0 = -E (DX

Déygloppons Q(Xk+1) en série de Taylor limitée aux premiers termes : :

Q") - (x) - N eric e X. = (x5, 85) =- ¢ (Hk ‘

- Pour que cette méthode oonverge si Q(X) possede un mlnlmum bien
défini dans le domaine 4'étude, il faudra que Q(X ):SQ(X ). Si nous
choisissons £° positif, il suffira que (Hkgkt gk)z 0, donc que 75 soit

une matrice définie positive.
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0 Y =R . . N - . . . ) ';.
H® étant définie positive, nous allons raisonner par induction
. K o . . L+ . '
et démontrer que si H est définic positive, H l'est asussi. H™ étant

définie positive il exis+te deux vectours p et g tels que

P = [Hk]vé x* et g = [Hk]vé ng

fert gk gy (2555, ) (px%, k)( ,.k)' B (250", 25 (1p¥, 1)
(0x¥, ) (5Dg", De®)

5, 0259°  (p, q) (g, p)
(ka, ng) (a5 )

(p,p) +

_(0:9) (0.p) = (a,9)% + (xF,px5)e
(q, q) (ka, ng)

En tenant compte de 1'inégalité de Schwartz : (p, q) < (p,p)+ (q,q),
nous obtenons

(Hk X ~ (éz;iﬁgiz

k

(DX , Dg )
k+1 P - X% k
& sera donc définie positive si (DX",Dg ) > 0
(0x, 06%) = (0, & - &) = = (055, &) cor (055, &) = 0
g (Hk 1{ gk) .

k pos s - . PP
Comme ¢ est D031V1f et que H est définie positive, ﬂk+i est définie

positive et Q(X )5 Q(X&).

¢) Atteinte du mininum en n itérations

Nous avons vu que le nouveau nininun relatif de Q(X) est donné
par

k41 :
G L A L
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Nous allons montrer que DX°,...,DX" sont des vecteurs propres

n+1
s

linéairement indépendants de la nmatrice H associés aux valeurs propres

unitaires et que gn+1 doit &tre orthogonal & DX°,...,DX".
Nous avons déja établi que pour tout i

pxt = - ¢gtE gt

o
[o18)
i
.2
o
b

Nous allons démontrer que les relations
76 px* = Dxt
(epxt, px¥) = (oxt, ¢ 0x¥) = 0
sont vérifides pour tout i tcl que 0<i<k. Elles sont vérifides pour
k=1 car par définition
H! ¢ DX° = DX°
(x°, ') =0
- 1
= (#' g%, g') = (Dg”, H' g') = - — (Dg°, DX')

or (g, pxY) = (¢oxt, pxd) = (px*, e px?) = (px%, De?)

donec (DX°, G¢Dx!) = 0.

Montrons qu'elles sont vérifiées pour k= 2.

H? Dg' = DX' par définition.

1 (pyt 0 4ot (Pl 10
12 Dg° = H! pg® + DXL(DK',De?)  H'Dg’ (HDg', Dg?)

- (px', pg') (#' g', Dg')

DX H' Dg' }
(px',pg')  (#'Dpg', Dgt)

= H' Dg° + (Dg’, DXW{
= H'Dg° = DX°
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(px', &%)

I

0 par définition.

= (#@0g', &%) = - 7 (0", 00°) = ~ 5 (', 6 0F°)
(DXOs g2) = (DXO, 81> + (DXO’ Dg‘) =0
‘ ' 1
= (8% Dg°, %) = (Dg°, B® &%) = - o (px°, ¢ Dx*) .

Montrons maintenant que si elles sont vérifiées pour k, elles le seront

pour k+ 1

1 rd 3 Iy .
Hk+ ng = DXk par définition.

BEn prenant maintenant 0¢ j<k

DX (DX DgJ) HkDg (ﬂ e~ Dg‘])

H1<:+1 Dg‘] - Hkng
(px*, Dg") (5°Dg", pg™)
' . . k {k k -
k ] k ; DX H™D o
=H DgJ—F (DX ,ng){ K Ty T~ k kg k }
(px~,pg) (EDg,Dg)

1 pgd = Dx?

Nous retrouvons comme précédemment

I+ )

J k1 1 i
(ox?, ") = = o (DX“, G DX
¢

k+1
)

k
(px™, g = 0 par définition.

En prenant maintenant 0< j<k

d'olr
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Ces relations nous domnent pour k=n+1 - -

B ¢ pxt = pxt

O0<i<n+1
0z, g""*) =0 .

s . + . s
La prenidre relation montre que H' ! G est une matrice unitaire. La
deuxidme impose & g"™' d'étre nul car il doit &tre orthogonal aux n-

vecteurs lindairement indépendants DX%,....,DX".

4) Méthode des directions conjuguées ~ Fonction guelcongue

Dans le cas d'une fonction quelcongue Q(X), le développement en
série de Taylor limité aux premiers termes nous donne :
ES e
() - o) = ) pxl BE) ok, ¥
i=i | *
soit en reprenant les mémes notations que précédemment

K g vk>

A = - N (H g

b

Q(Xk%1)<_Q(Xk) si 05 est positif car H- est définie positive comme nous
1'avons démontré. |

Si dans le domaine Q(X) posséde un minimum bien défini, la
néthode restera convergente; de plus; prés_d'un ninimum,Q(X) sera assimi-
lable & une fonction quadratique définie positive d'ol 1'intérét de cette

néthode.

5) Utilisation de n directions orthogonales

Etant donné un'systéme de n directions orthogonales : D%,...,D%,
nous allons chercher tour & tour le long de chaque direction un nouveau
nininum relatif de Q(X) et nous recommencerons ce cycle -jusqu'd ce que 1'on
change de systéme, ce qui doit permettre d'accélérer la décroissance de
la fonction. Contrairenent & la méthode de relaxation variable par
variable nous agirons sur toutes les composantes de X car les directions

ne seront pas, en général, paralldles aux axes 0Xj,eee;0Xn.
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Le kéme systéme de directions se représente par un systéme de
vecteurs orthonormés, soit :
k .k
DY) = 8,
J

15

DK 0,05 tols que (D

59

2 . k+1 . . “ ’ .-
Pour déterminer un systéme Dy, la méthode la plus gbénérale consiste &

choisir un systéme de n vecteurs lindaircment indépendants Vi :

VE e UE

-et de former

D}{-H - V%c
ke ok
DZ-H' = Vz{- - Qg4 D];{-H

%N e o0boSECBORIEDOOOO O S

(1}
ket kN k1
Dn = Va - / (aqi Dy )
)
i=y
) - ke Kkt AN .
en- calculant lés aj.j.de telle fagon qus (-I‘-_7 s Dj ) =081 1# j. Hous
avons immédiatement pour i=2 ¢t j=1 : '
‘ ket
(5, o5y
Qe » = i U=‘“=¢' & 3;'.>’ B °
~d (Dk+1 Dk-H) avec L2
S T
. o P . k
Nous simplificrons 1'écriture des a;: 51 nous normons les vocteurs D.;
” .kttt ¢
en effet si (D, D ) = sij
k+1 L
aij:(i’Dj ) 1>4d,

d'ol le procddé :
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ORTHOGONALISAT ION puis NORMALISATION

V:-L]( D£(+1 _ By 1
(B1 ’ B‘l ) /2

It

By

B: = Vs - (v, of*) pf” | DEH B
(Ba, B, )/
. 4 B
Bo o= Ve - ) (v, 25 ofT BRI B
(Bn, Bn >/2

1

[ N
1

_ k-1
Ces nouvelles directions Df+ vont dépendre essentiellement du

. k. 4. Az
choix du systéme de vecteurs Vi linéairement indépendants.

ot om A Rt i 1 et sS4 oot S e e P P PORS  p  it at VY e  A Ah i m Pd S  S POt Pt P o g (A Vo e By S et P et e

Pour le kéme systéme de directions, désignons par

k k , . .
Di,e0eesDn les n vecteurs orthornormés représentant les directions;
k k . » . . .

€4 y00s0,€n la somme des déplacements effectués sur chaque direction;
k s o a i
X le mininum relatif initial;
k+ . o o
X le minimum relatif final.
Le déplacement du minimum dans ce systeme de directions a pour
expression :

n
S

pxf = ¥PoxF o Y &

[
(.L
[%N
I_L

) 2 2 N . . . k
ou DX? représente le déplacement obtenu & 1l'aide de la direction Di'

Nous allons tenir compte de ces déplacements pour construire le systéne :
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1]
s
=
L
1
=
b

0008 0000000008808 0008

V%qc = V}f_.( - DXrll{_.1 = DX1k .

Ce systéme sera linéairement indépendant si aucun des déplacements DX?

n'est nul donec si tous les e? sont différents de zéro.

Différentes possibilités de méthodes s'offriront suivant le

choix que 1l'on fera pour

10/ La méthode de minimisation le long d'une direction.

20/ Le test nous permettant de changer de systeme de directions.
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CHAPITRE 1I1

TECHNIQUES UTILISEES DAIS LES METHODES COMPAREES

L'étude directe du systéme F(X) = 0 a été faite & 1l'aide de

la méthode de linéarisation.

Parmi les différentes méthodes possibles de minimisation, nous
nous sommes limités & utiliser chacune des directions dénoncées afin de
faire une comparaison et nous avons associé la technique de mininisation
d'unc fonction %'une variable qui semblait la plus appropriée.

Toutes ces méthodes ont &té mises sous forme de fonctions
FORTRAN trés simples & utiliser (positives si la méthode converge, néga-
tives si elle diverge). 4fin de leur conférer une grande flexibilité,
nous.les avons divisées en sous-nrogrsmnes facilement interchangeables.
Nous ne donnerons dans cette description que les détails d'ordre technique

et un organigramme si bescin est.

METHODE DE LINEARISATION

Cette méthode donne avec les notations employées précédemment :

oll Hk est solution du systéme lindaire approché
pr(xS) H = - 5

La résolution de ce systeme par la méthode de substitution,

d'une programmation racile, nous conduira au systdme équivalent

TS = aK

k

. . . . . k .
d'ol nous tirerons immédiatement la solution hy = a; i=1,2,...,n.

Voyons. cette méthode sur un exemple simple & trois dimensions :
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d1 94 d1 2 di 3 h‘l f1
DH =-F qui s'éeorit |daqy daz das ho| =-112
dsy dzz dsz hs f3

Multiplier tous les éléments d'une méme ligne de D et F par un méme sca-
laire ou ajouter terme & terme deux lignes ne change rien au systéme, du
fait de sa lindarité en hy

065.11 Old12 Old13 h1 (Xf1
dz1 ~ B dsy dez - B di2 das =B dss ha = =~ |fa-p81T
dzq -y dgq dsa -ydiz dzz~vdis hs f3~vy1fs .

Sil'on prend a = 1/d44 B = dz1/d44 ¥ = d31/d11, la premiére colonne
s'annule & l'exception du terme diagonal qui devient unitaire. Par une
telle suite de transformations des colonnes, nous réduisons le systéme

initial au systéme équivalent

II{:A °

Nous voyons qu'il suffit d'étudier la matrice équivalente de-dimensions

(n,n+1) :

[Di—-F] que 1'on réduit a [1ZAJ s

la derniére colonne fournissant la solution.

Cette méthode perd cependant toute préecision si, en cours d'opé-
ration, le terme diagonal que l'on veut rendre unitaire est trop petit.
Une légére amélioration consistera & prendre comme jéme terme diagonal
le kéme élément de la colonne j qui posséde la plus grande valeur absolue.
Nous avons imposé k2 j, car il suffit alors d'interchanger les lignes

Jj et k sans rien changer & 1l'ordre des variables,

Nous recherchons une solution intérieure & un certain domaine;z
o . . . kbt L . . .
que nous nous fixons; si le point X ainsi déterminé est extérieur & ce
. ' . s k . . .
domaine, nous réduisons de moitié H jusqu'd ce que 1l'on obtienne satis-

faction :
Xk+1 = Xk'l' Hk-H/zP .
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Ne pouvant contrdler en cours d'opération la marche des calculs,
nous additionnons une condition de sécurité arrétant les calculs dans le
cas d'une divergence. Nous assoclons au systeéme la fonction

‘r>1—\
5% - Z £2 (x%)
i=t

k+1 . . . s .
et acceptons X comme meilleure approximation de la solution si ¢

' 8k+1 sak .

. . k . .
Dans le cas contraire nous réduisons H comme précédemment. ce qui doit
permettre, si la méthode est convergente, de trouver une meilleure appro-
. . k .
ximation dés que l'on est assez prés de X . Nous limiterons cependant

pour chaque itération le nombre total de réductions de Hk.

1 \
Le point Xk:+ sera accepté comme solution du systeme (1) .

k+1)l< ‘

si £, (x < €4 1=1,2,000,n &

Nous y ajoutons une deuxidmc condition :
ou si S <€ .

Nous limiterons le nombre total d'itérations pour 1l'obtention

d'une solution, d'ol 1l'organigramme de cette méthode :
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- B. METHODE DE RE TLAZATION VARIABLE PAR VARIABLE
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Nous avons, parmi les deux possibilités de méthodes de
relaxation, choisi celle-ci car nous ferons la méthode du gradient. Le

nouveau minimum relatif

k <

o gy Rk

st recherché dans une direction Dk prise paralleéle tour & tour 4 chacun
des axes 0Xy,s...,0xn, ce qui ne fait varier qu'une composante de X & la

fois.

Ce procédé s'effectuant de nombreuses fois, nous-avons pris une
interpolation par unc courbe du second degré qui est assez rapide. Les
valeurs des dérivées premiérec et seconde en un point ne tenant compte que

de la variation de f£(¢) en ce point, nous avons pris trois points équidis-~

tants de
YR {ON
- %2 !;f?%’)] L=0

ce qui permettra de tenir compte de la variation de f£(£) sur un certain
. ]' P ’ o \ .
intervalle. D étant paralléle a l'un des axes Oxj, ceci nous donne en

prenant unc approximation numérique de la dérivée

h, = - 4 Qgéilm = - dx. Q<ij

J Q_Q(sz J Q(XJ},a..,Xk_'l dXJ,..O,}xn) Q\j{. )

L'interpolation perdrait toute précision si prés d'un minimum
nqus_prenions un pés:d'interpolation trop grand ou si au oontrairé loin
&{un mininum le pas“était trop petit. Nous avons essayé de remédigrvé cet
inconvénient en prenant hj = dxj si £/(0) dev1ent trop petit et h
MAXTMUM § Idx [, |h { dans l'autre cas: nous nous ramenons alors & 1’nva—

luation d'un minimum au moyen des dérivées premiére et seconde au point X .

Ayant ainsi quatre valeurs de {, nous prendrons comme minimum
celui des quatre points domnant & Q la plus petite valeur. Si ce minimum
. oK . . .

correspond & X mnous réduirons ou augmenterons 1'intervalle d'interpola-

tion suivant que hj dtait supérieur ou égal & dxj.
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Appclons cycle la recherchs de n minima sur 1'cnsemble des

axes. Soit Xk le point initial, Xk+n le point final d'un tel cycle et

_ Hk = Xk--Xk+n le déplacement total. Le point Xk+n-sera jugé minimum
de Q(%)
si lxl; - < e, MAXTMUM HO“p,lxli{H 1=1,2,00e,n

ou i ) <o
En prenant ¢4 =.1O—Nﬁ nous aurons ainsi la possibilité d'obtenir N1

chiffres significatifs pour X si tous les Xi|> 10 p. Nous avons ajouté
l¢ deuxiéme test qui,lui, permettra de tester la longueur du vecteur dé-

placement au cours 4'un cycle.

" (. METHODE DU GRADIENT

Le point Xk-H = Xk4-£ka: est obtenu & l'aide de la direction

Dk = - grad[Q(Xk)] S

Le oalcul du gradient étant nécessaire, nous 1nubrpolerons f(@)
par un polyndme du troisidéme degré 3 1’a1de des valeurs £(¢) et f’(@) en
deux points, ce qui donnera de la précision pour la recherche du minimum.

Le calcul de fé(@) se présente comme le produit scalaire
f’(Z) = (Dk, grad[Q(Xk+‘£Dk)])

Nous prendrons des précautions pour le calcul de zk. Nous

déterminerons tout d'abord un intervalle [O,ZM] dans lequel .est compris ¢

.Dk étant la direction opposée du gradient la dérivée de f sepa_pégative,

au point £=0:
t ' 0k
f”(O) = - (g 3 )
I1 nous faudra trouver ZM tel que

£/ () > 0

ou f(zM)}f(o) =1 osi £1(2)<0 .

9562/p/mh
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Nous prendrons comme valeur initiale de ZM la moitié de l'intervalle

nécessaire & annuler £({) supposée lindaire en premidre approximation.

Nous limiterons cependant cette valeur initiale au cas ol la dérivée de T
serait trop petite, ce qui donne '
£(0
ZM = MAXTMUM {C,~ 2 70 } .

Si ¢y ne répond pas aux conditions imposées nous le doublerons ou le
diminuerons suivant la valeur de f(ZM) jusqu'ad ce que 1'on obtienne
satisfaction. Nous aurons alors les valeurs de f» et £ et pourrons
faire 1'interpolation.

Nous calculerons L5 d'oh fs et £i. Si f3 est inférieur a
fy et f2 le point Xk+1 = Xk4-£kﬁﬂ{sera accepté comme nouveau minimum
relatif de Q(X). Dans le cas contraire, nous recommencerons 1'inter-
polation sur 1l'intervalle [O,ij ou [Ek,ﬁ ] suivant les cas rencontrés
que nous donnons dans 1l'organigramme suivant. Nous limiterons cependant

le nombre 4'interpolations pour la recherche d'une valeur de Kk.

m> —.l\T_O-l-\-T——-—} ﬁ,k - £M/2

< ZM -
\LOUI

SP f3 et f;

™

J

<:§EE;EZ:>> out f3 < fo oul >‘£k accepté |—> FIN
J NON NON
i’ i . /
[0, e¥] |—WL s,
k
[,

-

ZM] _
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3 <1 <. .
Au voisinage d'une solu’cion,DX1 = X1+ -Xk doit tendre vers

zéro, d'ol les deux tests
lxl;?1 - Xl;l < € . NAXTHUM 10 Plx A
pour obtenir le nombre de chiffres significatifs désiré,
ou | (0x*, ka)y 2 < e,
pour toster.la longueur du déplacement. Nous y ajouterons une condition
supplémentaire de sécurité : au voisinage d'un minimum le gradient va lui

aussi tendre vers zéro, d'ol les deux autres tests :

Dilser i=1,2,.00m

1~

o . 1/ . '
ou (0%, %) /o' €2
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METHODE DES DIRECTIONS CONJUGUEES

Le point " ost trouvd b 1'aide de la direction

k
pE - e K
ol HX est une matrice calculée & chaque itération. FEn prenant H® = I,

D° correspondra & la direction de plus grande pente.

Le calcul du gradient étant nécessaire, nous reprendrons la
méme méthode de minimisation que pour, la méthode du gradient :

fé(O) _ Dk k) ( k 1\_ L)

Comme Hk est définie positive fé(O) est encore négative et nous retrouvons

2

exactement le méme procédé.

Les tests pour la solution se révélent identiques; en effet,

au voisinage d'une solution

DXk = Xk+1—~Xk va ﬁendré vérs zéro

et DT = -IHkgk: aussi, car gk s'annulera.,
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La matrice Hk étant symétrique, il nous suffira d'en calculer
la moitié. D'ol l'organigramme de cette méthode valable pour la méthode

du gradient en y enlevant les calculs relatifs & Hk°

DIVERGE ,————9 FIN

‘teS'tS. \\'\\ oUI

k .k " p——> CONVERGE |——3> PIN
DX 9 D ./' . . oo
y
| J{NON
-40& 001
iter. 2| DIVERGE [—> FIN
_ j/NON ,
. k+1 k
Y = g -8
7 = 55 Y
r_[n
Jor K px= vt 77
=H + e
(0x%,Y)  (z,Y)
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UTILISATION DE Y DIRBCTIONS ORTHOCONALES

Nous cherchons tour & tour sur chaque direction un nouveau
minimum rélatif de Q(X) et recommengoﬁs ce cycle jusqu'd ce que 1l'on
change de systéme de directions. La premiere méthode exposde cherche
les minima en utilisant une interpolation par une courbe du second degré;
la deuxiéme au contraire procédera par tdtonnements successifs ce qui
en fait une méthode trds générale car elle ne demande aucun calcul de
dériviées.

Dans les deux =méthodes exposées nous avons pris comme systéue

initial de directions le systime d'axes 0Xq,..s,0Xn.

. . . j+1
La construction des nouvelles dlrectlonS'Dg ‘pourra &tre

allégée; en reprenant la notation utilisée dans le chapitre II nous cons-—

truisons le systéme orthogonal des Bi par

J %Sﬁ J i 3+

— - \

By =Vi - (vg, py ) Dy
(] : :
k=t :

que l'on pourra mettre sous la notation abrdgée

B oI yd nad
By = V§-Vy DCy

avec la relation de réeurronce

-1

. T |
I\ it dtT g Jppdit
;=) B [pg" 71" =pcy  +0ilpfI" .
k=1

Cette matrice d'ordre (n, n) dtant symétrique, il nous suffira d'en calcu-

ler la moitié.

1) Interpolation par unc courbe du second degré

Nous minimiserons la fonction fi(Z) = Q(X4~£D§) par rapport a
la variable £ en faisant une interpolation de fi(ﬂ)‘par un polyndme du

second degré. Pour cela nous utiliserons trois points &quidistents de :
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- L3 =

.| £500)
h=-1% m

oL

pour les mémes raisons que dans la méthode>de relaxation variable par
variable. Supposons que le minimum de fi(e) sur la direction Dg serve

» . . k+1 X . .
a déterminer le point X , nous prendrons alors comme pas d'interpolation

1 a0(x5) 2 o(x*+ and) - Q(x¥)

a3l

Y axs a () .

Nous essayerons encore de remédier aux imprécisions dues & un pas hi trop
petit ou trop grand lorsque 1'on est loin ou preés d'un minimum.  Ayant
obtenu ainsi quatre valetrs pour £, nous prendrons comme valeur ok celle
qui mininise le mieux fi(l). i cette valeur est nulle, nous recommen-
cerons l'interpolation sur un intervalle supérieur ou inférieur suivant que
hi‘était égal ou supé?ieur & d¢. Nous ajouterons au déplacement total
eg.sur la direction Dg la valeur Zk et chercherons algrs sur la direction
D£+1 la valeur ¢¥ ninimisant fi+1(£) = Q(Xk+1+ ZD§+1) qui déterminera X
etCe e

Nous avons vu que les vecteurs VJ étaient linéairement indé-
pendants si tous les e:L étaient non nuls. Appelons cycle la recherche de
n minima sur D1;.,.,Dn. Vous ohangerons le systeme de dlrectlons DJ :
la fin d'un cycle dds que tous les e étant dlfferents de zero, nous ren-

contrerons 1l'un des cas suivants :

10/ Un des Zk est nul éu cours de ce cycle. v

20/ Nous‘avons effectﬁé plus de 3 cycles sans_changer’de.systéme
de directions (cette condition a été ajoutde pour éviter de refaire la
méthode de relaxation varlablc par variable ou une néthode analogue avec

les directions DI ou Dj )

Soit X* et X" les minima initial et final d'un systime DI, le

point e sera. jugé minimum de Q(X),

k+2
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3 .
si | iﬁm—xli"lse,. \’LAXIMUI {10 P lx 1} 4=1,2,..0,mn
a . 1 N
ou si (HJsHJ)/é < €2 avec HJ = Xk+m—-Xk .

Nous avons ‘repris les mémes tests que pour les ndthodes précédentes.

- - . . 7
2) Méthode d'investigations )

Nous rechercherons encore les nouveaux minima relatifs de Q

en prenant tour &4 tour chague dircction Dg et recommencerons ce cycle

Jusqu'ad ce que 1l'on change de systime de directions. La minimisation

toutefols sera faite & 1'aide d'une méthode d'investigation. On se fixcra

'au aébut du programme n+ 2 constantes oy 85 B1,400,hn et, au début de

chaque ohangencnt de systéme, nous donnurons aux pas 1n1c1aux sur chaque

+1
dlrectlons Di ccs valeurs h.. Suppo sons, nalntonant que X - soit déter-

miné & l'alde de la dircction D possodant a ce moment la un pas dctormlno

. by, nous rcgardoronu si Q(X ﬁ-h D: ) est inférieur & Q(X ).

Si oui, nous prendrons cormae nouveau>minimum rclatif de Q :

LY

J

avec @k = hi ct nous ajouterons au déplacement total el sur Dg la valeur

de h;« Nous multiplierons ehsuite le pas de fagon & avoir au prochain

cycle un pas h; @ sur la dircction DJ

Dans lec cas contraire nous prendrons Zl 0 et au cours du pro-
chain cycle le pas sur la direection Di sera égal a —11 ﬁ ‘ Nous déter-

k-2
minerons X 3 1'aide de hi+1 ct D etc,:.

i+t?
Le changenent dc systéme de dlrectlons sera opéré a la fin d'un
qycle des que, tous les ei étant non nuls, nous trouverons au cours de ce
cycle un des Zk dgal & zéro.
Nous avons repris les mémes tests que dans -la méthode préed-
dente pour détermincr si le dernicr ninimum relatif trouvé & 1'aide d'un

systéme Dg pouvait étre considéré comme minimum de Q(X).
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CHAPITRE IV

RESULTATS DES METHODES COMPAREES

Toutes ces méthodes ont été programmdes en language FORTRAN IT
et exécutées sur 1'ordinateur IBM 7090 de 1'Organisation Européenne pour
la Recherche Nucléaire & Genéve. Chaque méthode ayant des opéfations'
intermédiaires différentes (inversion d'une matrice pour la méthode de
lindarisation, calcul du gradient et de la matrice'Hk pour la méthode des
directions conjuguées, détermination des nouvelles directions pour '1l'utili-
sation de n directions orthogonales), il nous a semblé plus équitable de
faire, dans la plupart des cas, les comparaisons des temps d'exécution t

qui seront donnés en secondes & 3/100 de seconde prés.

Travaillant sur un calculateur trés rapide nous avons limité le
nombre d'itérations ou d'évaluations de 1.  Dans les résultats que nous
donnons le nombre k repfésentera'des itérations pour les méthbdes de
lindarisation, du gradient, des directions conjugudes et des cycles.pour
les trois autres méthodes de recherche multidirectionnelle. 31 1lton
dépasge le maxinum que l'on se fixe pour k, nous le soulignerons : soit k.
La limitation du nombre d'évaluations de Q &tait nécessaire pour arriver,
dans le cas d'une convergence lente, & des.temps d'exécution du méme ordre
de grandeur pour toutes les méthodes de minimisation qué nous avons numé-

rotées

I Relaxation variable par variable
II Gradient
IIT  Directions conjuguées
IV n directions orthogonales et minimisation par interpolations

v oo st 1 1" t " dnvestigations

Ce chapitre a été divisé en deux parties : l'une est consacrée
& la résolution de systémes d'équations, l'autre & la minimisation d'une

fonction Q positive ou nulle.
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A. RESOLUTION DE SYSTEMES D'BQUATIONS.

562/p/mh

Nous distinguerons deux types de fonctions suivant que l'on

peut ou non comnaitre facilement leurs dérivées analytiques.

1) Premler type de fonctions

-Afin de pouvoir construire ac grands systémes non lindaires,
nous utlllsons un sous-programme choisissant des nombres au hasard dans
1'intervalle [0,1], ce qui nous permet de déterminer ‘des matrices A, B
et a, 5, dont les éiéments sont choisis au hasard dans les .intervalles
[-100, +100] et [-m, +],

Nous avons calculdé la matrice E

(Aij sin aji'Bij cos aj) 1=1,2,.40,n,

<
1
-t

T

Ayant alors les valeurs de toutos ces constantes, nous avons

etuale le systeme de n équations :

Fi(X1,...,Xn) = Ei -

L

Ca
1
-l

<Aij Slntﬁjfi?ij cos Xj) i= 1,2,5..,n,

dont la solution X = a est cherchée en partant de la valeur initiale :
X =a+8/10 .

Un premier essai a nontré que seules les méthodes de linéarisation

et des directions conjuguées aboutissaient rapidement & des résultats précis

‘et nous avons testé ces méthodes pour des systémes allant jusqu'a 50 équa-

tions,

Nous comparerons ensuite la rapidité de convergence des méthodes
du gradient et des directicns conjugues qui utilisent toutes deux une
recherche unidirectionnelle liée au gradient. -

Un troisiéme tableau fournira les résultats des méthodes de

‘minimisation, exception faite de la méthode des directions conjugudes, pour

des temps de calcul sensiblement 8gaux.
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a) Methodcs de llnoarlsatlon et des directions conjuguées

Nous utilisons les dérivées analytiques; un troisidme essai a
été fait en approchant numériquenient les dérivées dans la premidre néthode

afin de voir si la rapidité de convergence était modifiée,

" Nous signalons toutefois que la convergehoe de cetté méthode

peut devenir plus lente si le calcul des dérivées n'est pas effectud avec
k+1

certaines précautions; supposons qu'au-point X = X +H, les dérivées
approchées soient données par : '
5F. (Xk+1> AF. (Xk+1)
ox.. AX; -
J d
Pour conserver une bomne convergence il faudra que AXJ< h En effet,
prenons le cas suivant pour un exemple & une dimension :
Tk xk Ax = 1072, Xk!
1 10 0,1
2 1,50000 0,015
3 1,49982 0,015
I

1,49976 0,015

nous voyons qu'd partir de la troisiéme itération l'accroissement de X
devient inférieur & Ax, c8 qui enléve toute préeision & la nméthode.

Noué notons dans les tableaux de résultats

nombre d'équations,

fonction associde au systéme,

I}

- fonction & minimiser,

t D o B
1

i

tenps d'exécution.
RS . o e
La solution est jugée a l'aide des constantes €1 =€2=10 . La nméthode
de linlarisation a comme test de convergence :
o - . . P4 3
1°/ noins de 30 réductions de H pour une itération,

2°/  linitation du nombre a'itérations.

Si 1'on dépasse le nombre maximum de réductions de H, nous étoilons k:

. %
soit k .




DERIV. APFR. DERIV. ANAL. | DIRECT. CONJUGURES
n|8°=° |k i | x s~ b x| o ot
51 89 |3 0,71 107 | 3 10,27 10™° | 0,18 | 9 ]0,63 107'°| 0,42

5] 1200 | 6 0,17 107 | 6 |o,u4 107° | 0,28 |13 0,52 10" " | 0,93
10 | 12700 | 4 0,29 10 | & | 0,10 1070 | 0,55 |17 | 0,15 10" 2,22
10 |- 3900 | 6 [0,44 107" | 5 | 0,43 107" 0,65 | 16 10,4 107% | . 2,02
20 | 27000 | 6 |o0,i4 107 |.5 |0,60 10™° | 2,63 |26 (0,59 107" | 10,03
20 | 21400 |15 790 15% 920 15,17 {28 10,12 1077 | 10,65
20 | 33900 | 5 |0,96 107 | 5 |0,41 107 {' 2,58 |29 0,28 107° | 11,65
20 | 24900 |13 0,50 107 |21 10,66 107% | 13,85 | 34 0,15 107 15,95
30 | 145000 [23% | 1600 30 2200 69,98 | 36 10,19 10" | 29,17
30 | 89200 | 8 .| 0,13 107" 8 10,16 107° | 11,02 | L4 0,1'2'--10“'8 140,32
30 | 67400 | 4 |0,94 107° b | 0,25 107° | 5,57 36 0,15 107° | 29,73
30 | 78900 | & |0,22 107" |.4 [o0,28 107° | 5,57 |38 |0,65 407" | 30,98
5C {24,0600 {16 | 0,13 107" |13 0,15 10~ | 71,15 | 63 0,33 107" | 145,97
50 {330100 | 8 | 0,15 107" | 9 | 0,16 107 | 46,88 | 68 [0,39 10™ | 166,18

Pour cet exemple général la méthode de lindarisation, plus
rapide que la méthode des directions conjuguées, rcnoontr“ deux cas de
divergence tandis que l'autre méthode nous fournLt la 5olut10n, dans tous
les cas. Le fait de prenJre les dérivées cxaotes ou approchees ne change
rien & la rapidité de convergence de la néthode de lindarisation et nous
retrouvons les deux mémes points de- divergence qui sont dus & unc natrice
DF(Xk) devenant mal conditionnée, c¢ qui cnléve toute précision au calcul

k . . . : - - 4 ) k
de H et les tests de convergence nous renvoient & chaque itération vers X .

.-—-———--_—_——_ -_-.—-._.____—.__.._.._...._——-——...__...——-._——

Nous utlllsons les dérivées analythuos et comparons ces deux
0
méthodes avec un méme nombre maximum d'itérations. Les valeurs der

sont les mémes qué précédemment.
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GRADIENT DIRECT. CONJUGUEES |
m ik Qk. t k Qk. oot
P - _-10 .
5140 | 4,44 |0,47 | 9 (0,63 10 0,46
5010 0,107/0,47 {10 0,11 107 | 0,58
10] 20| 9,68 |1,92 117 |0,15107° | 2,25 |
i : -8
10{ 201 7,97 {1,92 [16 |0,44 10 2,03
20| 30 | 20,01 |8,50 |26 {0,59 10™° | 10,05

La mdthode des directions conjuguées préscnte une convergence

bien plus:fapide; les temps étaht‘du néme ordre.

Nous avons voulu comparer les méthodes & temPSTSensiblement
égaux ce qui faitEQue les linitations pour chaque méthode sont différentes.
Le nombre maximum d'évaluations de Q était nécessaire pour les méthodes
utilisant n directions orthogonales; si ée nombre est dépassé nous étoi-

lerons k : soit XK.

TR . N -4 . R
Les minima sont jugés avec €1 =€2=10 tandis que la méthode
d'investigations utilise -

e =1,5 ﬁ: 0,5, hy = 0,1 1= 1525000500

METHODES I | IT v v

n| Q% |k| oF s lx] o5 ¢ || of s x| o] ¢
5| 890]10 '_2’,'6;;‘ 1,85 29;_0,03_6 1,82 1*lo,618. | 1,98 7"{0,190| 2,08
5] 1200[10|0,55 107| . 1,78| 25/0,047] 0,92) & |0,66 10| 1,98| 6 10,080} 2,05
10 |12700/20 |24, 6 | 19,73|105 0,081 | 9,25( 7" |k, 1k ] 21,55 11 {0,014 22,08
10| 3900/20|19,8, | 18,20|179(0,12 |15,82| 6 l0,029 | 18,67 100,145 |- 22,10
20 27000{30 12,56 |173,72(1710,048 46,72 1:1* 0,124 188,47| 3 |1,99 |189,65

9562/p/mh

La méthode de relaxation (I) donne les résultats les moins bons.

A précision égale la méthode du gradient (II) reste la plus rapide.
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2) Deuxidme type de fonctions

Ce systémé de fonéfiohs, dont les dérivées partielles sont
assez difficiles & obtenir, se rencontre lorsque l'on étudie des lentilles
cylindriques électrostatiqﬁes; en appliquant la transformation de Schwartz

on aboutit & :

2 2 2 2 ‘
F(X,Y,2) = 5 - x(1 ".Z Z )(Za“_y) . - 5=0
Y27 (1 + 2%)
G(X,Y,z) = 2X - %9 Log G{%) -1=0
‘ 1 (1-Y2)(z-X
H(X,Y,2) = X<Y+T>--75;Log E1 +YZ322+Y3 -2=0

Ces fonctions ne sont valables que dans les 8 domaines délimités

par les courbes

=0 z =0 |z et vzl =

N\
//////////x 222l ///// //////// 24

771! ) 7

i
i t -, it
'

4 oy 1%%‘(/ 1irg
L4 / \)f l“
’/‘ ' . H'
l“‘
/fz///lfy /»‘////11//4////// u//////lll

Un premier essa1 a l'alde de la néthode de llnearlsatlon nous a

donne deux - solutlons 1'une dans , 1'autre dans . Nous recherche-
3

rons ces. deux -solutions dans leur domalnb respectif. Une sérle de valeurs

>~

1n1t1a1es pernettant de balayer chaque donalne ont été flxees, nous avons
numerote ces p01nts de depart et donne les valeurs correspondantes de
§° = °. Nous comparerons d’abord toutes,les néthodes et rev1endrpns )

la méthode des directions conjuguées.
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La méthode d'investigations utilise a = 1,5 £ = 0,5 hi = 0,1;

. . .2 =4
la solution ou le minimum sont jugés avec €1 =¢€2=10 .

DOM.| POINT | X | Y z | 8°=0°
WO + | &los | 0,75 327
2 | "o, " 382
5 | v olo,2 " 1607 .
o] 0,1 " 85518
5 |3 |0 0,5 191
6 | " 0,3 " 272
7 "] 052 " 1470
8 | " lo,1. " 1579
9 | 20,2 0,25 169
10 | " |o,1 " 3662
1 wolo,05 | 72259
12| ".|0,025 o | 1365360
13 | 1 | 0,1 0,125 142 -
1 | " | o,05 " 3975
15 | " 0,025 " 86734
16 | " 10,0125 " 1494365
@17 |5 5 0,5 1453
18 | " | 40 " 90107
19 ! 15 " 479673
20 | " | 20 no | 1543258

Nous &valuons les dérivées en prenmant £/ (x)= [f(x+h)- £(x-h)l/2h
et limitons le nombre d'itérations ou d'évaluations de Q de fagon & obtenir

des temps sensiblement égaux.

Le tableau ci-dessous montre que la méthode de linéarisation,
bien qu'étant divergente pour cing des vingt points, reste la plus pré-
cise et donne, dans les cas favorables, une solution en un nombre restreint

d'itérations. Pour chacune des divergences Hk fournit des points




extérieprs au donaine dés les premiéres itérations;: hous nous trouvons
donc en des points ol des dérivées partielles sont presque nulles, ce qui
donne une mauvaise précision pour le calcul de ch Parni les méthodes
de minimisatidh, seule 1'utilisation de n directions orthogonales donne
de bons résultats. - Nous retrouvons encore certains points divergents;
on pouvait s'y attendre en voyant les 'résultats de la méthode de lindari-
sation car nous aurons aussi de faux minima si BQ/dxi est nul donc aF/axi,
8G/8xi, BH/axi, nais le fait de changer de systéme de directions nous
permet de réduire le nombre de faux minima. La méthode de relaxation
variable par variable diminuant la fonetion rapidement au cours des pre-
miéres itérations a une convergence bien plus lente par la suite et ne
pourra dtre utilisée pour la résolution de systémes d‘équations qu'en
faisant un grand nombre d'itérations. - Les méthodes du grédient et des
directions conjuguées donnent de mauvais résultats : ceci est dli & leur
méthode de recherche lide au gradient. ' 8i le calcul approché des déri-
vées est trop impréeis, donc si la direction p¥ devient gquelcongue, nous
faussons les tests d'arrét (DXk tend vers zéro du fait d'une mauvaise

direction de minimisation). ' .

e g
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£ | LINEAR. I IT | I v | v
Sle] o k| of x| x| & k| o k| of
1125| 27,22 |10} 27,70 |50[19,9 |19|0,37 107>} 2| 27,68 |10]0,46 10~
2125\ 27,65 |50| 0,11 |50] 215 |210,28 107" | 9lo,éy 107°| 240,57 107°
5 810,44 107° |50| 0,10 |50 203 [14] 30,36 |12]0,11 107" |24]0,38 107
¥ 710,10 107 50| 0,08 |50 206 | 8] 29,86 | 8{0,38 107" |21]0,85 107°
51250 32,2 |50| 29,80 |50] 100 150,24 107%|10] 29,55 |23|0,45 10
625| 28,15 50| 0,11 |50/ 115 [18{0,31 107 |11|0,15 107°|15| 0,072
71 910,18 107'%{50|. 0,10 |50 82 |25/0,61 10| 90,21 107°|20,0,29 107"
8| 6l0,75 107" °|50 | 0,078 {50| 108 [13| 16,72 | 8]0,14 107 |19]0,43 107
9l25] 27,8 |50 0,077 |50/56,7 |22]0,25 1077 | 80,54 107°|13/0,19 107
10| 710,30 107°|50| 0,068 |50| 45 |23]023 107 9]0,69 107" |15(0,25 107
11| 80,10 107*% 50| 0,01 [501 41 |10 10,15 | 7]0,31 107" [150,55 107
12]1210,13 10741 | 0,072 |50|41,4 |10| 10,50 |10|0,14 1077 |24]0,57 107
13| 410,92 107° | 50| 0,023 {50119,43|50| 0,017 |13]0,21:107° 19| 0,015
1| ulo,21 107 |3210,11 1073|50| 9,95111| 2,57 | 5|0,24107 [12]0,18 107
15| 60,86 107" {50 { 0,09 |50 9,46]10| 1,95 | 8|0,85107%|35]0,15 107°
16| 80,91 107'%(50| 0,38 |50| 9,73|11| 1,92 [11]0,24 107 |15]0,001
17|1210,12 107 1[50 | 0,18 |24 861| u| 33,16 |15| 0,16 |36] 0,25
18| 610,89 107350 | 0,13 |s0| 2780] 3| 977 || 0,43 [u2]0,41 407
19} 8lo,94 107" |50 | 0,075 |10] 6192|3%| 3000 | 5| 0,57 |25]0,63 107
20(10 0,82 10™'?|50 | 0,028 | 3|10830| 3| 1073k | 3| 0,057 |10] 0,066

Nous allons maintenant regarder l'effet que produit 1!'approxima-
tion des dérivées sur la convergence de la néthode des directions- conju-

guées. Nous prendrons corme dérivées pour la méthode

IIT - exactes

TII bis approchées par £(x+ h;;l f(X-h)
IIT ter " w  E£(X+h)-£(X)

h

9562/p/mh
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- 81 dans le domalne\j) nous retrouvons des résultats semblables,

Méne avec les dérivées exactes, la méthode des directions con-

juguées est divergente en bien des points.

nelle plus sujette & des minina parasites devra &tre employde avec pru-

dence pour des fonctions assez complexes, il sera préférable d'utiliser

n directions orthogonales.

La recherche unidirection-

III IIT bis III ter
Point k|  Q° k| o K Q<
1120 | 0,60 1077 % 19 |0,37 107> | 19 |o0,54 1072
2 J1 3,92 21 {0,28 1077 {19 | 0,036
3 W6 | 30,31 Ay 30,37 |14 | 30,36
L |81 29,85 .81 29,85 | 8 | 29,85
5 1710,32 1072 | 15 {0,245 1072 |17 | 0,014
619 |.0,27 1072 1 18 {0,31 107> | 16 |0,80 107 |
7 2|04 107% | 25 Jo,61 1077 |23 |. 0,012
8 8] 22,19 13 | 16,72 |15 | 10,85
9 23]0,1 107 |22 |0,25 107 |14 |- 1,05
110 27 10,92 107" | 23 |0,22 107> | 22 |0 42 107
11 110 . 10,47~ |10 | 10,45 |10 | 10,16
12 10 [...10,50 |10 | 10,50 |10 | 10,46
13 |8 2,25 |50 | 0,017 |11 |- 0,45
1% 11 0,39 1M1 |- 2,57 13 2,09
15 |10 1,9 |10 ] 1,95 |10 | 4,94
16 11 1,92 1| 1,92 11 | 1,90
17 10| 29,85 L | 33,16 8 | 30,34
18 |1 | 28,50 30 997 30 4177
19 12| 27,86 34 | . 3004 170,48 10°
20 2| 27,46 | 3 | 1073 3 | - 5821

dans le domaine @D les dérivées approchées donnent des résultats faux.
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B, MINIMISATION D'UNE FONCTION POSITIVE

9562/p/mh

les méthodes de minimisation d'une fonction.

Le but de cette deuxitme partie est de comparer entre elles

Nous avons rassemblé

quelques types de fonctions afin de faire une comparaison assez Jjuste.

1) Premier type de fonction

Soit la fonction Q(X,Y) = 100 (Y- x*)%+ (1-X)® qui admet des

minima parasites trés prononcés pour Y=X%2,

Le minimum nul de cette fonction est obtenu au point M(1,1).

Représentons les surfaces équipotentielles Q(X,Y) = cte.

" Nous allonms partir du point P(-1,2;1)
ol 0° = 2, pour observer si les diffé-

rentes méthodes arriveront facilement

. dans le premisr quadran.

W

Nous avons pris les dérivées analytiques et imposé un nombre

maximum d'itérations. Le mininum est jugé avec €y =€27 ‘lO-_4 . La
néthode a'investigations utilise a=1,5 B=0,5 hy=ha=0,1.
Méthode I II 11T v v
gl o k| & x| & x| o | x| o
-5 13,997 |5 3,061 . |- 5 1,289 5 | 1,289 | 5 2,538
10 {3,895 |10 2,997 10 0,010 10 0,194 |10 0,377
20 |3,682 |20 0,025 151 0,57 107° |20 0,041 |20 |0,16 107>
30 10,028 |30 {0,28 107" [16 | 0,60 1073 |28 {0,041 10724 0,91 1077
50 0,019 |50 |0,25 107
t 0,70 0,75 0,32 0,92 0,50
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La méthode des dircctions conjugudes (ITI) cst la plus rapide .
¢t la plus précise, les méthodes utlllsant n directions orthononales
sont 401ns r°p1¢os, 10 PrbC¢S N tblpu égal la méthode du gradient
donne de melllours resthats que la néthode de relaxation qui dev1ent

tres lente prés de la solutlon.

2) Deuxidme type de fonctlon

Soit la fonotion de 3 variables
0(X,Y,2) = 100[(2-10 ¢)% + (R~ 1)2]+ 22

1 ' :
o R = (X*+7Y?) /2 et 279 =  Arctg (Y/X) si X>0
IR ' 7+ Aretg (Y/X) si X<O0 .

Cette fonction décroit le long d'unc spirale d'axe 0Z ayant
un pas égal a 10 ct un rayon 8gal & 1, si on la considdre dans la région
définie par

31
- 2<21r19<2

- 2,5<7%<7,5 .

Elle admet un mininum nul au point (1,0,0).

Nous avons cncore 1limité le nombre d'itérations de fagon A
obtenir des temps comparables. La méthode d'investigations utilise les
constantes a=1,5 F=0,5 hy=h=hs=0,1.

- Nous prenons comse point initial (-1,0,0) ce gui.domne Q° = 2500.

Nous donnons, dans ce tableau les valeurs de la fonction & chaque itération,
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0,50

1,10

k I 1T IIT IV '

0 | 2500 2500 2500 2500 2500

1 89,88 | 521,7 521,7 12,02 199

"2 42,30 | 53,25 | 109,6 14,36 12,88

3 | 12,02 9,73 71,08 8,15 9,91

yo| 11,67 6,75 24,19 iy U1 9,75

5 | 11,3% | 6,15 10,92 2,53 9,66

6 | 11,08 6,05 9,8l 1,03 9,49

7 110,85 | 5,77 6,30 0,38 8,06

8 | 10,54 5,65 6,09 0,067 6,21

9 |10,32 | 5,58 1,89 0,002 5,11

40 9,97 5,52 1,75 0,2 10*2» 3,40

14 9,76 5,47 0,76 0,47 10 2,13
12 9,52 | 5,42 0,36 0,11 107 1,46
13 | 9,25 | 5,36 0,13 0,63
1) 8,97 5,31 0,05 0,45
15 8, 7% | 5,23 0,01 0,23
16 8,52 5,17 - 0,72 107 0,16
17 8,31 5,05 0,26 107" 0,14
18 | 8,10 | 4,95 0,59 107" 0,12
19 7,92 I, 60 0,71 107*° 0,07
20 7,75 | 4,28 0,22 107"
51 | 7,59 1,49 0,10 10~
22 75hd 1,10 0,35 107"
23 7,29 1,03 0,23 107
2, | 7,15 1,01 0,21 107
25 7,01 0,98
30 6,39 0,81
50 0,36

t 0,92 0,87 1,03
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‘ La aéthode ies dirécﬁions”oonjuwuées qui utilise ici les déri-
vées exactes est la plus rapide. Les méthodes utilisant n directions
orthogonales donnent au551 de bons rcsultatb. La metnude du gradlent
diminuant la fonction rapidement au cours des prbmle res 1teratlons, con-
verge ensuite trds lentuuent tandis qae la méthode de relaxatlon donne

les moins bons résultats.

3) Troisidme type de fonotion

C’ést un probléme ronoontrévpour des colonnes de distillation :
il s'agit de;minimiser une quantité dé chaleur Q = Q¢ + Q2 +Qs fonction
positive de aeux variables Q = Q(k,u);-déterminée dans 1'intervalle
0<A<5 et 0< #<0,5. . Le calcul des;dérivées parﬁiellesvde 0 est impos-
sible. . ; - ' _ S » .

Etant donné une séric de constantes
as az as as; a4 as; ag az’; Ay Az As;
TR TF TB ;5 TR/ TF’ TB’ ; TR” TF” T “s

C-; Cz Cs C4; By Bs B Bg 3 Fy By Ps F4_§

on calcule Py Pp Ps P; donnés par le systeme linéaire en M -et u

(7,1 = [L(r, )] - Tp,]

ce qui permct de déterniner facilenent un groupe de variables, fonction

de A et de u :

1 te; ws owy;
S W Uz Usy Va2 V3 V43 Y3 Yz Y33 22 73 74

Xy X2 X3 X4

On tire ensuite Ry Rp Rz des ¢xpressions L
: N as \24.

’ R YO\ x 7/ x

Logl Y2_%2 = 4y 5 Xy Xz Xa

Og<y3 Z2 [1 yl X3 X3 X3

: af \ 82
Log 1 up = As IRZ J1
ta g 2t V2

i
i af ad 1
LOg ZLL& = _A_3 R3 .5::. ™
Vg4 W3 \\Z vi Zg4
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On calcule alors :

Z yi Bi 2 yi Ci 5
ay = T Vs ;3 B1 = TR =='§=§-rz== ; Y1 .= TB (2. zy Ci>
Z tl Bi 2 tl Ci o
- J . ~ ,
Az = S tl ;3 B2 = TR 5 tl 5 Y2 = TB (Z, uy Ci)
- Ly By 5 v, Gy
= e _ mpu i, mnn )
Az = 3T vj_ s Bz = TR 5 vj_ ;3 vz = TB (Z Wi Ci) _’

ce qui permet de tirer Qi Q= Qs des relations :

Q1 + Ry /91 + TF(Z Xi Ci) = (Z yi+R1)(q1 fR1)+“{‘1

Qz + Rz B2 + TF (X yi'Ci) (Z t;+Re)(az +Ra) * Y2

{1

n-

Qs +Rsfs + TF/(Z z; C;) = (& Vi+335(063.+.33) * Y3

dfolr Q=0Q=Q +Q+0Qs «

: -4
Le test pour le minimum s'effectue avec €4=€2=10 . La

néthode d'investigations utilise a=3 f=0,5 hy=hz=0,1.

Nous sommcs partis du point(1;.0,1) d'ol Q° = 143960,45.

METH. I IT IIT Iv A

f o k] o x| o el @t g o

1 |117898,36 | 1 |[137171,60 | 1 |137171,60 |1 | 116168,25| 1157789,06

2 {116191,68 | 2 |127989,58 | 2 |126233,80 | 2 | 116168,19| 2|130298,72

3 [116168,25 | 3 |12732L,54 | 3 |117356,77 |~ | 13]129142, 5k

Lk {116,168,19! L 127021,48 | 4 116233, 39 41119928, 39
5 1124195,45 | 5 |116186,81 51116171, 38
10 {116325,81 | 6 |116168,21 61116168,33
15 |116170,85 | 7 1116168,19 71116168,19
20 |116168,46 x

% 0,86 I, 50 A 1,32 1,4k
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La méthode de relaxation est la plus rapide., La méthode au
gradient est de loin la plus 1eﬂte mais arrive gquand méme au minimum.

Les trois autres mnéthodes sont- oqulvalentcs

4) Quatridme type de fonction

Clest un probldme qﬁi se pose 16rsQue'l'on veut déterminer un
filtre électricue : on connai+ i points d'une courbe expérimentale repré-
sentant une impédance g(t) en fonction de la froquence t sur 1'1ntervalle
[O 1351 1J négaherz. Nous voulons apnrox1mer cette courbc au sens des

moindres carrés par une fonction £(t) que 1'on définit par

£(t) = |y(+)]

avec z =+1it,

ot 2 (4) - K (2P +818) (22 + 5224 Py)
(2% 4532+ P3) (% +s42+ Ps)

I1 faut determlncr les valeurs des coefflclents réels et p031t1fs

K, 84, s2, 83, 54, Pz, P;, Py de fagon 4 minimiser la fonction
n

Q(Kyen,Ps) :\ le(t;) - (¢, )] .

1...1

Un calcul simple nous permet de mettre f(+) sous la forme :
: | e
AB
f(t)_K<CD>
2 . 2
= S5y éé
N N A
A ~ P‘z 5 5 | .v i ,P4 - 2 ‘§‘4= 2
C___<_t2-1> +<e_‘b'=> D = Te 1} + 3

ce- qui explique les valeurs initiales voisines de la solution qui sont

d'un ordre de grandeur trés différent.

K-‘::"I 51:32:83:54:107 PZ:P3'=?4:1013 .

62/p/uh
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La forme de g(t) est semblable & un arc d'hyperbole
g(t)
/A

21 4.2

5,65 |_

> %

herz

Nous. avons utilisé onze points équidistants de 10° herz, ce qui donne

Q° = 1256,

Le minimum est testd avec €4 =€2=10 ; la méthode d'investi-
gations utilise a=3 f=0,5 hy=...=hs= 10%,
I II TII v v
k K x| of |kl of x| o k] of
1 671,81 |1 |845,21 |1 (815,21 | 1| 462,00 | 1| 19,91
2 |551,23 | 2 |8L5,21 | 2 (845,21 | 2| 461,91 | 219,38
3 462,00 3 119,33
I |33l4,96
5 177,35
10 | 11,40
20 | 10,05 §
50 | 1,30 |
100 | 1,16

Les méthodes du gradient et des directions conjuguées n'ont agit
que sur la premiére composante K laissant les autres inchangées d'ol leur
arrdt & la deuxitme itération. Les méthodes utilisant n directions per-
pendiculaires changent toutes les composantes & la premiére itération,
nais les nouvelles directions seront telles que seule la composante K

changera d'ou l'arrét.

La méthode de relaxation faisant varier tour & tour K, sq,e.., Ps
ne sera pas affectée par les ordres de grandeur tres différents des va-

riables et minimisera trés bien cette fonction.
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CHAPITRE V

CONCLUSION

Ce chapitre sera divisé en deux parties : 1'ume relative & la
résolution des systémes d'équations, l'autre & la minimisation d'une

fonction positive.

*

ETUDE D'UN SYSTEME D'EQUATIONS

La méthode d'étude directe du systéme reste préférable méme pour
de grands systémes. La méthode de linéarisation nous a ‘donné de bons
résultats dans les deux types de systémes envisagés; ndannoins, le calcul
des dérivées approchées devra 8tre -effectué avec certaines précautions
(A;i.inférieur & !x?-ngf )Ide fagon_é'conserver une convergence rapide.
L'adjonction des tests sur la fonction associée §=2 fi et sur le nombre
d'itérations en font une méthode sfre, d'un emploi facile pour des calcu-

lateurs rapides comme se fut le cas sur l'ordinateur I.B.M. 7090,

Lorsque cette méthode diverge, on pourra essayer d'autres va-
leurs initiales ou alors minimiser la fonmction Q=2 fgp Seules les
méthodes évoluées (directions conjuguées, utilisation de'n directions
Qrthogqnales)<pourront &tre envisagées. car elles se sont révélées précises.
Les méthodes utilisant n directions orthogonales, d'une programmation assez
difficile ‘et demandant un temps de calcul élevé, seront prises si la méthode

des directions conjuguées se révéle inefficace. Il faudra de plus tester

5i le minimum trouvé est nul car dans certains cas nous aurons des minina

parasites. Nous reparlons dc ces méthodes dans le paragraphe

suivant.

MINIMISATION D'UNE_FONCTION

Le probléme se présente sous deux aspects différents suivant ‘le

type de calculateur mis & la disposition de l'utilisateur.
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1) Ordinateur dc petite capacité

Un ordinateur & capacité moyemne s'accommodera mal des méthodes
de ninimisation &voluées qui demandent déjd un certain nombre de mémoires;
si on ne travaille pas avec un language évolué (FORTRAN, ALGOL) elles
seront d'une programmation ardue. Le choix entre la méthode du gradient

et la néthode de:relaxatior variable par . variable est délicat

La néthode du gradient dans beaucoup de cas est plus précise,
& égalité de temps, que la méthode de relaxation. Par contre, elle deman-
dera quelques précautions si on approche les dérivées nundriquement
(Axi inférieur & Ix.-x. [), elle s'avere nmauvaise pour des variables

d'un ordre ‘de grandeur trés différent.

La méthode de relaxatlon Varlable par varlable, d'une progran«
mation fa011e nécessite le mlnlmum a! enoombrement elle donne de bons
résultats pour des variables d'ordre de grandbur trés QWffbront. '“SGn:'
principal défaut r651de dans sa conve ergence 1onte ‘prés d'un ulnlmun.
Elle restera quand ndne proferablc 51 l'on u651ru ‘seulement unc bonne
approximation "d'un minimum, B ’

2) Ordinateur de¢ grande copacitd

Les méthodes évoludes sont 1nd1quocs, La netho le ies d¢rcotlons

conJuguees sera a utiliser- en prcmlcr car elle s'est révélée efflcacc e+

'raplde néme pour de grands 5ystembs, nous ferons toutefula la méme remar-

y . . Tk K—f
que peur 1'évaluation numorlque des Qorlvees (Axl inférieur & X~ X D)

Dans le cas de fonctions a351m11ables S des fonct¢ons ‘quadratiques deflnles
pos1t1ves (fonction pres de son nlnlﬂum) elle possede une trés bonne con-
vergence., La ‘recherche unidirectionnelle peut nous conduire &’ de faux

minima surtout si on évalue numériquenent les dérivées.

Les méthodes utilisant n directions orthogonales sont précises
nais plus lentes, surtout si le nombre de variables dev1ent eleve."'Ledr

néthode ‘de recherchc conv1enara parfaltement pour des fonctlons dont 1es




C.

9562/p /mh

- 65 -

dérivées analytiques sont impossibles & calculer ou pour des fonctions
ayant des minima parasites. La méthode utilisant des interpolations
d'une logique un peu moins complexe sera préférable car elle ne nécessi-
tera pas l'adjonction des constantes @, B, hi,..s,hn dépendant du type de
fonction que 1'on &tudie, ceci demandant en général des essais préliminai-

res afin de leur donner une valeur convenable.
Pour des fonctions possédant des variables d'ordre de grandeur
trés différent ces méthodes évoludes se révélent inopérantes et 1'on

aura encore recours a la méthode de relaxation variable par variable.

CONCLUSION

Nous pourrons dire en guise de conclusion qu'il n'existe aucune

néthode absolument sfire pour la résolution d'un systéme d'équations ou

la minimisation d'une fonction positive. Il faudra étudier ce systéme

ou cette fonction afin de déterminer la méthode qui semble la plus appro-
pride. Dans certains cas,l'é&laboration d'un programme adapté aux condi-
tions d'utilisation reste préférable & 1'emploi automatique d'une méthode

dite générale.
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